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Abstract 

Weakly locally internal stabilization of elastic Bresse system 

In [1], Alabau et al. studied the exponential and polynomial stability of the Bresse system with one globally 
distributed dissipation law. In this note, our goal is to extend the results from [1], by taking into consideration the 
important case when the dissipation law is locally distributed and to improve the polynomial energy decay rate. 
We then study the energy decay rate of the Bresse system with one locally internal distributed dissipation law 
acting on the equation about the shear angle displacement. Under the equal speed wave propagation condition, 
we show that the system is exponentially stable. On the contrary, we establish a new polynomial energy decay 
rate. 

Resume 

Dans [1] , Alabau et al. out etudie la stabilisation exponentielle et polynomiale de systeme de Bresse sous Taction 
d'une seule loi de dissipation globalement distribuee. Dans cette note, notre but est d'etendre les resultats de [1], 
pour prendre en consideration le cas important ou la loi de dissipation est localement distribuee et pour ameliorer 
le taux de decroissance polynomial de I'energie. Nous etudions alors, le taux de decroissance de I'energie du systeme 
de Bresse sous Taction d'une seule loi de dissipation interne localement distribuee et agissant sur Tequation de 
rotation angulaire. Sous la condition d'egalite des vitesses de propagation, nous montrons que le systeme est 
exponentiellement stable. Dans le cas contraire, nous etablissons un nouveau taux de decroissance polynomial de 
I'energie. 



I- Abridged English Version 



1. Introduction 

In this note, we study the locally internal stabilization of an elastic Bresse system with one damping 
acting on the equation about the shear angle displacement. We consider the system: 
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PWtt - «(<^x + li^)x - Kol{u)x -l<fi)=0 

P2'4>tt - bi)xx + +tp + lu:) + a{x)ilJt = 

PlWtt - Ko{uJx - lip)x + Kl{(Px + i> + lco) = 

with the following boundary conditions 

(p{t,x) = xpxit,x) = ujxitjx) = for X 

ip{t,x) ^ tjjltjx) = u{t,x) = for X 



in (0,L) X (0,oo), (1) 

in (0,L) X (0,oo), (2) 

in (0,L) X (0,oo), (3) 

= 0,L, (4) 

= 0,L, (5) 



where (f, tp, <^ are the vertical, shear angle and longitudinal displacements; a € L°°([0, L]; 1R+) and we 
assume that there exist a, P such that Q < a < P < L and o > oq > on ]a, P[. Here p\ = pA, p2 = pi, 
kq = EA, K = k'GA, b = EI and I = arc positive constants for the clastic material properties. To 
be more precise, p for density, E for the modulus of elasticity, G for the shear modulus, k' for the shear 
factor, A for the cross-sectional area, I for the second moment of area of cross-section, and R for the 
radius of the curvature (for more details sec Lagncsc ct al. [6]). 

The Bresse system consists of three coupled wave equations, there are number of publications concerning 
the stabilization of this system [8], [10], [4] and [1]. In particular, in [1], Alabau et al. consider the Bresse 
system (l)-(5) with one globally dissipation law acting on the equation about the shear angle displacement 
i.e the function a is constant on ]0,L[. Under the equal speed wave propagation condition, k = kq and 
^ = f, they established an exponential energy decay rate for usual initial data. On the contrary, when 
K 7^ kq or ^ 7^ ^, they, first, showed that the Bresse system loses the exponential stability. Next, under 
the condition k = kq and ^ 7^ f ) they established a polynomial energy decay rate of type ^573 for 
smooth initial data. Otherwise, they showed that the energy of the regular solution decays polynomially 
to zero with rates j^rs ■ Then, the stabilization of the Bresse system with one locally internal distributed 
dissipation law and the optimality of the polynomial decay rate seems still open problem. Therefore, our 
goal is to extend the results from [1] , by taking into consideration the important case when a is a function 
in L°°([0, L]; IR+) strictly positive in an open interval ]a,^[c]0, i[ (the cases a = or ^ = L are not 
excluded) and to improve the polynomial energy decay rate. 

In this note, we consider the Bresse system damped by one locally internal distributed dissipation 
law with Dirichlet-Neumann-Neumann or Dirichlet-Dirichlet-Dirichlet boundary conditions type. Under 
the equal speed wave propagation condition, k = kq and ^ = f 7 '^^ establish the same exponential 
energy decay rate for usual initial data. On the contrary, when k 7^ kq or ^ ^ Jt '^^ Gist prove 
the non-exponential decay rate for the Bresse system with Dirichlet-Neumann-Neumann condition type. 
Therefore, under the condition k = kq and ^ 7^ we establish a new polynomial energy decay rate of 
type i for the smooth solution. Otherwise, we show that the energy decays to zero with rate -yj^- 



2. Energy decay rate 

First, we state stability results of system (l)-(5) under one locally distributed dissipation law in the 
case of equal speed wave propagation condition. We establish the following energy decay rate: 
Theorem 2.1 (Exponential decay rate) Assume that n = kq and ~" = f • Then there exist positive 
constants M > 1, oj > such that for all initial data (tpo) "00) wq, </?i, V'lj '^i) ^ * = lj2, the energy of 
the system (l)-(5) satisfies the following decay rate: 

E{t) < Me-'^^E{0), yt > 0. (6) 
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Next, under the non equal speed propagation condition, we show that the energy E{t) of the system 

(l)-(4) loses the exponential decay rate obtained when k = kq and — = f ■ 

Theorem 2.2 (Non- exponential decay rate) Assume that k ^ kq or ^ ^ ^. Then the system (l)-(3), 
with the boundary conditions (4), is not uniformly stable. 
Nevertheless wc establish the following polynomial type decay rate: 

Theorem 2.3 (Polynomial decay rate) Assume that k ^ kq or ^ ^ ^. Then there exists a positive 
constant C > such that for all initial data Uq e D{Ai), i = 1,2, the energy of the system (l)-(5) 
satisfies the following decay rate: 

E{t)<C-^\\U4\j,^) if /^ = /«o et E{t)<C^\\U4l^^^^) if k 7^ kq, Vt > 0. (7) 
II- Version frangaise 

1. Introduction 

Dans cette note, nous etudions la stabilitc interne locale de systeme elastique de Bresse sous Paction 
d'un seul controlc agissant sur I'cquation dc rotation angulairc. Nous considerons le systeme suivant : 



piiftt- K{ipx+tlJ + luj)x- nol{t^x-l'-p)=^ dans (0, i) x (0, oo), (8) 

P2i'tt-Hxx + ni^fx + i^ + 1^) + a{x)^:t=Q dans (0, L) x (0, oo), (9) 

piLOtt — Ko{uJx — lv)x + Kl{(px + ip + l^) = dans (0, L) x (0, oo), (10) 

avec les conditions aux bords de type Dirichlet-Neumann-Neumann et Dirichlet-Dirichlet-Dirichlet sui- 
vantes : 

tp(t,x) = tpxit^x) = ujx{t,x) = Q pour x = 0,L, (11) 

ip{t,x) — il}{t,x) = Lo{t,x) = Q pour x = 0, L, (12) 



ou les fonctions w designent, respectivement, le deplacement transversal. Tangle de rotation d'un 

filament et le deplacement longitudinal de la poutre; la fonction a G i°°([0,L];M+) verifiant a > oq > 
dans ]a., P\ o\iQ < a < j3 < L. Les coefficients pi = pA, p2 = pi, kq = EA, k = k'GA, b = EI et I = 
sont des constantes positives caracterisant les proprietes elastiques des materiaux. Physiquement, p est 
la densite, E est le module d'elasticite, G est le module de cisaillement, k' est le facteur de cisaillement, 
A est I'airc de la section transvcrsale, / est Ic second moment de la section transversale, et R est le rayon 
de courbure (pour plus de details voir Lagnese et al. [6]). 

Le systeme de Bresse est un modele lineaire couplant trois equations des ondes. Par ailleurs, il y a un 
nombre de publications rccentes concernant la stabilisation de cc systeme [8], [10], [4] et [1]. Dans [1], 
Alabau et al. ont considere le systeme de Bresse (8)-(12) avec une seule loi de dissipation globale agissant 
sur I'equation de rotation angulaire i.e. la fonction a{x) est constante sur ]0,L[. Dans le cas d'egalite 
des vitesses de propagation {k = kq et — = j), ils ont etabli un taux de decroissancc exponcnticl dc 
I'energie du systeme. En revanche, quand les vitesses de propagation sont differentes {k ^ kq ou ^ ^ 
ils ont montre, d'abord, que le systeme n'est pas uniformement stable. Ensuite, sous la condition k = kq 
et ^ ^ J, \\s ont etabli un taux de dccroissance polynomial de type Puis, dans les autrcs cas, ils 
ont montre que I'energie du systeme decroit vers zero comme Alors, la stabilisation du systeme de 
Bresse avec un controle interne localement distribue et I'optimalite du taux de decroissancc polynomial 
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restent un probleme ouvert. Notre travail consiste done a etendre les resultats de [1] : pour prendre en 
consideration un cas important oii a est une fonction dans L°°([0, L]; R-|_) strictement positive seulement 
dans un intervalle ouvert quelconque ]q;, /3[c]0, L[ (les cas a = ou /3 = L ne sont pas exclus), et pour 
ameliorer le taux de decroissance polynomial de I'energie. 

Dans cette note, nous considerons le systcmc dc Bresse avec unc seulc loi dc dissipation localement 
distribuee a I'interieur du domaine et agissant sur I'equation de rotation angulaire. Sous la condition 
d'egalite des vitesses de propagation [k = kq et ^ = nous etablissons le meme taux de decroissance 
exponentiel de I'energie du systeme. Dans le cas contrairc, (k 7^ kq ou ^ 7^ -1), nous montrons, d'abord, 
que le systeme n'est pas uniformement stable. Ensuite, dans le cas on k = Kq et ^ ^, nous etablissons 
un nouveau taux de decroissance polynomial de type j. Puis, dans les autres cas, nous obtenons un 
nouveau taux de decroissance polynomial de type 

Notons que la condition d'egalite des vitesses de propagation n'a pas un sens physique, par consequent, 
I'energie du systeme decroit vers zero comme 

Soit {(p,il),uj) une solution reguliere du systeme (8)-(10), avec les conditions aux bords (11) ou (12). 
Son energie associee est definie par : 

1 

Par un calcul direct nous obtenons : 



a{x)\tl;t\'^dx < 0. 



(14) 



Supposons que L 7^ if et posons n = (0,L), = {f e L^{0,L) : j'^ J{x)dx = 0} ct Hl{Vl) = 
H\n)nLl{n). Definissons les espaces d'energie par Hi = x {Hlf x x {Llf et U2 = {H^f x {L^f 
munis de la norme : 



\\U\\n, = kIIVx + V' + + + Kollwc, - , 



f + Pl||w||2 + P2||l^||^ + Pl|kf , 



(15) 



oil ll'll dcsignc la normc dans L^(ri). II est clair que la norma (15) est cquivalcntc a la norme usucUe 
dans "Hi, i = 1,2. Definissons aussi les operateurs lineaires Ai, i = 1,2, correspondant aux conditions aux 
bords (11) et (12) respectivement, par : 

D{Al) = {U GHi : if € H^nH^, 1p,iO € D H'^ , U,1pa:,UJa: & H^, v,zgHI}, (16) 

D{A2) = {U €H2:^,il',co€H^nH'^, u,v,zgH^}, (17) 

/ 



Ai{ip,ip,uj,u,v,z) = 



— ipxx [fx+y-' + i-^) a(x)v 

P2 P2 P2 

— {i^x - lf)x {'fix+'fp + l^) 

Pi Pi 



(18) 



Notons que Ai est m-dissipatif et cngcndrc un C^-semi-groupe de contractions e*-^' sur I'espace d'energie 
Hi, i = 1,2. Comme le systeme (8)-(12) est equivalent a 

Ui = A^U dans H^, t > 0, C/(0) = Uq, i ^ 1,2 

avec U = {<f,^,(jj,(pt,ipt,^t), nous en deduisons I'existence et I'unicite de la solution. 
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Comme souligne precedemment, nous allons etudier le taux de decroissance de I'energie dans deux cas 
differents. 



2. Stabilite exponentielle et polynomiale du systeme 

Dans ccttc section nous montrons Ics rcsultats suivants : 
Theoreme 2.1 (Taux de decroissance exponentiel) Supposons que k = kq et ~ j. Alors il existe des 
constantes M > 1 et cj > telles que pour toute donnee initiale {(po,ipo,ujo,fi,^i,uji) G Hj, j = 1,2, 
I'energie du systeme (8)-(12) satisfait I'estimation suivante : 

E{t) < Me-'^^E{Q), yt > 0. (19) 

Idee de la demonstration 

D'apres un resultat de Huang [5] et Priiss [9], un C°-semi-groupe de contractions e*-^-) sur un espace de 
Hilbert Hj, j = 1,2, est exponentiellement stable si et seulement si les conditions suivantes : 

(HI): iW C p{Aj) et (H2): sup||(iA7 - ^j)"^ < +oo 

AeR 

sont verifiees. Nous montrons que Aj n'a pas de valeur proprc sur I'axe imaginaire. Alors, le fait que la 
resolvante de Aj est compacte, entraine bien la condition (HI). La condition (H2) se demontre en utilisant 
un argument do contradiction (voir th6oreme(2.3)). □ 
Theoreme 2.2 (Taux non- exponentiel) Supposons que k =^ kq ou ^ ^ ^. Alors, le systeme (8)-(10) 
avec les conditions aux bords (11), n' est pas uniformement stable. 

Idee de la demonstration 

Nous construisons une suite (A„) C M et une suite (J7") C D{Ai), telles que |A„| — > +oo, = 1 et 

^(iXnl — Ai)U'^\\-Ui — > 0. Alors, la resolvante de Ai n'cst pas uniformement bornce sur I'axe imaginaire 
et par consequent le systeme (8)-(ll) n'est pas uniformement stable (voir [5] et [9]). □ 
Theoreme 2.3 (Taux polynomial) Supposons que k / kq om ^ ^ ^. Alors il existe une constante 
C > telle que pour toute donnee initiale Uq — ((/9o,V'0)'*^o,¥'i)''/'ii'^i) € D{Aj), j=l,2, I'energie du 
systeme (8)-(10), avec (11) ou (12), satisfait I'estimation suivante : 

E{t)<C^-\\U4lf^j,^) si K = Ko et E{t)<C^\\U4\j,^) si k ^ ko, > 0. (20) 

On suppose que k 7^ kq. La demonstration du theoreme (2.3) necessite la demonstration de plusieurs 
lemmes. 

Soit (A„) une suite dans M et {U^) une suite dans D{Aj), telles que 

|A„| +00, \m\u, = ||(<^", V",'^",^^",^^",^")lk, = 1, (21) 

et 

A^^(zA„7 - Aj){v^, r , c^", w", v^, n = (/r, /s", 9i,92, 9s) ^ dans Uj. (22) 
Nous ecrivons (22) sous la forme : 
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-^n'/' +— (Vrcrr+V'x +«t^cc) + — ('^a; ) = 74 ' (23) 

Pi Pi -^n 



Kr + -Cx - -(<pS + ^" + ^'^") - -a(a;)^;" = -2^—^, (24) 
A^c" + ^K", - 1<p:) -%: + r + lu;-) = -3l±pll. (25) 

Pi Pi 

Lemme 2.4 Sous les mimes notations precedentes, nous avons 

[\{x)\r\''dx=^-^. (26) 

Dem,onstration 

II suffit de multiplier (22) par J7" = (<p", -z") pour obtenir : 



,.n|2j Tj^ttAX T A Ann Trn\ 

0(1) 



/ a{x)\v''\^dx = Re{{iXnI-Aj)U",U")H, = ^ et / a{x)\r\''dx = ^.n (27) 

Soit £ > tcl que a<a + e<(3 — e<p. Considerons une fonction rj G C^([0, L]) definie par < ?7 < 1, 

1] = 1 sur [a + £, /3 — e] et = sur [0, a] U [/3, L] . 

Lemme 2.5 S'oms les memes notations precedentes, nous avons 



I 



%ICI^ = # (28) 

10 '^n 

Demonstration 

Dans un premier temps, notons que d'apres (21) et (22) nous avons ||</5"|| = 0(1/A„), ||V'"|| = 0(1/A„) 
et ||w"|| = 0(1/A„). Ensuite, multiplions I'equation (24) par rji/j", nous obtenons : 



Ai 



Jo Jo Jo Jo 



(29) 



Nous utilisons (27) ct le fait que ||V'xll) ll<Px + V'" + ^'^"11 sont uniformement bornees dans (29)xA^. Nous 
deduisons alors (28). □ 
Lemme 2.6 Sous les memes notations precedentes, nous avons 



^1^^1^ = 0(1) et I n\^-\^ = ^. (30) 
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Demonstration 

Multiplions (24) par Tjtp^, (23) par 771^" et utilisons (27) et le fait que ||<^^|| = 0(1). Nous obtenons 
respectivement : 

[\\^:f = P2 f\xlrv^-b [\xni^:^X-'^^,,-b /%Wx- f\nlu;" + av)w2 + ^ (31) 

Jo Jo Jo Jo Jo ■^n 

et 

Pi /\|A„<p"p = « /''(,y|^^|2 + (r;Vx-r?0<^"") + / r(K^ + Ko)c."(w"). + /'«o T '/^'f + (32) 
Jo Jo Jo Ja \i 

D'abord, utilisons (27), (28) et le fait que = 0(1), \\ipl^\\ = 0(A„) et = o(l) dans (31), nous 

obtenons la premiere partie de (30). Ensuite, utilisons de plus le fait que ||<p"|| = WfxW = o(l) dans (32), 
nous deduisons la deuxieme. □ 
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Lemme 2.7 Soit 5 < 7 < 1. Sous les mimes notations precedentes, supposons que 

''\m' = ^- (33) 



Alors, nous avons 



Jo An 



Demonstration 

0(1) 



" ^ 1 r 

Soit In = nous allons demontrer par recurrence sur A'' que / r]\(p^\ 



k=0 " An 



Utilisons (27), (30), (33) ct Ic fait que \\(p^J = 0(A„) ct ||w"|| = O(^) dans (31)xA^, nous obtenons 



0(1) 

%I^Sr = ^- (35) 



,nl2 ^ 0(1) 
An 



(36) 



Utilisons (30), (33), (35) et le fait que ||a;"|| = 0{^) et ^In < 2 dans (32)xA;^''', nous obtenons 

A: 

Utilisons (36) dans (23) nous obtenons 

||wLII=0(Ar*'"). (37) 
Notons que 7+ ^Zjv = jIn+i- En utilisant (27), (33), (35), (36), (37) et le fait que ||a;"|| = O(^) dans 

(31)xAn'"'''^, nous obtenons / ??|<^"|^ = — -, • Par consequent, (35) est vraie pour tout N >0. Enfin, 

Jo XZ 

+00 ^ 

en utilisant le fait que — ^ = 2, nous deduisons (34). □ 
fe=o 

Lemme 2.8 Sous les memes notations precedentes, nous avons 



^0 '^n Jo A„ ^0 '^n 

Soit N €N*, posons [at = Nous allons demontrer par recurrence sur N que / 

k=i ^ -^0 
D'abord, I'equation (28) assure I'egalite pour N = 1. Ensuite, supposons que 



Demonstration 

N 



(38) 

An 



I 



\lCP = ^^- (39) 

Notons que 3 + In-i = 2 + 21n et utilisons (27), (39), le lemnie(2.7) et le fait que ||ci;"|| = 0{j-) dans 

(29) X A^+^'". Nous deduisons alors le resultat pour tout entier N > 1. Finalement, en utilisant le fait 

+00 ^ 

que ^ ^ = 1, le lemme (2.7) et I'equation (32), nous concluons (38). □ 

k=l 



Lemme 2.9 Sous les memes notations precedentes, nous avons 

\k\'=o{1). (40) 
Demonstration 

Multiplions I'equation (23) par r]uj'!^ ct utilisons (38) ct le fait que est uniformement bornee. Nous 

deduisons : ^ ^ 

{k + ko)1 [ r?|a;:P = /./ v^nf^K'^H. + o{l). (41) 
Jo Jo 

Utilisons (38) et le fait que = 0(A„) dans (41), nous concluons (40). □ 

Demonstration du theroreme(2.3) (cas n ^ kq) 

Nous definissons une fonction fj G C^([0, L]) verifiant 0<f7<l,77 = l sur [0, a+e] etfj = sur [a+2e, L]. 

Multiplions (23) par 2pixfiip^, (24) par 2p2xritp^ et (25) par 2pixfioj^ et sommons les idcntitcs. En utili- 
sant le fait que H^/^H-Hj = o(l) sur ]a + e, 13 — e[ (lemmes (2.8) et (2.9)) et le fait que suppry' C suppr;, 
nous obtenons ||?7"||h3 = o(l) sur ]0,a + s[. Par le meme raisonnement sur ]/3 — e,L[, nous concluons 
que ||[/"||-Hj = o(l) sur ](3 — e,L[. Par consequent, nous avons = o{l), ce qui contredit le fait 

que ||J7"||-Hj = 1 et nous permet de deduirc que 

sup^||(iA7-^)-i < +0O. 

Finalement, sous le fait que iM. C p{Aj) (theoreme (2.1)), le "theoreme 2.4" de [3] (voir aussi [7,2]) 
afRrme que I'energie du systeme decroit comme 4-- D 
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